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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Une approche symplectique pour des théorémes
de décomposition en géométrie ou relativité générale. Note (*) de MM. Judith Meryl
Arms, Arthur Eliot Fisher et Jerrold Eldon Marsden, présentée par M. André
Lichnerowicz.

Les théorémes de décomposition des tenseurs symétriques donnés par Ch. Barbance, Deser,
Berger-Ebin, York et Moncrief peuvent tous étre obtenus a partir d’une construction générale
de géométrie symplectique.

1. NOTATIONS ET RESULTATS DE GEOMETRIE SYMPLECTIQUE. — Pour plus de clarté, nous
commengons par le cas C* de dimension finie. Soit (P, Q) une variété symplectique de
2-forme Q, G un groupe de Lie opérant sur P par symplectomorphismes, g I’algébre de Lie
de G et g* son dual. Si § € g, £, en Ie champ de vecteurs correspondant sur P. D’aprés
Kostant-Souriau, nous notons ¥ : P — g* un C®-moment pour I’action de G : pour tout
veT,PetEeg,ona

(T, ¥.9, 8> =Q.(E(x), v),

ou T, P est ’espace tangent 3 P en x e P et T, W ’application linéaire tangente &2 ¥ en x,
Ainsi Ep est le champ hamiltonien avec 1’énergie x — W (x). &. Dans beaucoup de cas ¥
est construit explicitement comme invariant de Noether : par exemple si G agit sur Q et
aussi sur T* Q de maniére symplectique, on a

(F(2, &) =0y Eo(x)>  (2eTF Q).

Nous supposons ¥ équivariant;i. e. pourtoutge G, ¥ o ®,=AdS_ o ¥,000D,: PP
est I"action donnée et Ad;_, I’action coadjointe de G sur g*.

Sipeg* soit G, = {geG| Ady_, p = pn} le sous-groupe d’isotropie de p. L’équi-
variance implique que G, laisse invariant chaque ensemble de niveau ¥~! (u). Si & appar-
tient a I’algébre de Lie g, de G,, & (x) € ker (T, ¥).

Les résultats suivants sont établis dans Marsden-Weinstein (1°).

1.1, LeMME. — Sixe ¥~ () et si G.x est Porbite de x :
(@) T, (G,.x) = T, (G.x) n ker T, P. :
(8) ker T, ¥ est le complément Q-orthogonal de T, (G .x).

1.2. THEOREME. — Sip est une valeur réguliére de ¥ et si G, agit librement et proprement
sur W~* (n), il existe une structure symplectique unique sur

P, =¥~ (w)/G,
reliée @ (P, Q) par projection.
Ce résultat unifie (*°) beaucoup de résultats connus de géométries symplectique et
mécanique; P, est appelé 1'espace de phase réduit ou 1’espace des vrais degrés dyna-
miques de liberté.

2. UNE DECOMPOSITION POUR LES VARIETES SYMPLECTIQUES. — Supposons maintenant
que P et G soient munis de structures rimanniennes. L orthogonalité et I’adjonction seront
entendues par rapport aux produits intérieurs correspondants. On a la décomposition
orthogonale :

(¢))] T,P=kerT,¥ @ rangeT* ¥,
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ou T,¥:T,Psg*~getT,¥:g*-T,P est son adjoint. D’aprés 1.1(d), on peut
vérifier que

) (ker T, ¥)" = 95" (@, To(G.x)),

oil * est le complément orthogonal pour la métriqueet @, : T, P » T; P, : T,P - T P
sont les isomorphismes associés respectivement a la métrique et a la structure symplectique.

Ainsi
2.1. LEMME, — Ona

(3) T,PxkerT, YO T, (G.x),

oit lisomorphisme est naturel.
D’autre part, pour xe P, a, : g, —» T, P; £ — & (x) si bien que

4 T,P = rangea, @ kera.
2.2. LeMME. — Les décompositions (3) et (4) sont compatibles en ce sens que
rangeo, < ker T, V.

Cela résulte de 1.1 (@). On a ainsi :

2.3. THEOREME. ~ Pour x € P, on a la décomposition plus fine :
(5) T,P = rangeo, ® (ker T, ¥ nker o) @ range T} ¥
& T, (G,.x) ® (ker T, ¥/T,(G,.x)) ® T.(G.x).

Par suite ve T, P peut étre écrit de maniére unique comme somme de trois vecteurs
orthogonaux
v=0;+0,4+0;,

oit v, = & (x) pour quelque Eeg,, T, Y. v; =0, o v, = 0 et v;, orthogonal & vy, v, est
dans rang T P,

Notons que, dans les conditions de 1.2, v, peut &tre identifié naturellement a un élément
tangent 4 P,; v, est dans la direction d’une composante pour I’action de G, sur Y-l

Dans le cas infini-dimensionnel, nous supposons seulement que la forme symplectique
et la métrique sont faiblement non dégénérées [¢f. Chernoffi-Marsden (®7]. On doit aussi,
comme dans Ebin (%), étre attentif en ce qui concerne les hypothéses de régularité. Les
points cruciaux sont les suivants :

(@) On doit avoir un sous-espace fermé T} P < T¥ P tel que ¢, et o, soient des isomor-
phismes sur T P.

(6) On suppose que G est groupe topologique et variété et opére en x € P de fagon que

I’action de G sur I'orbite de x soit réguliére; ’ensemble de tels x est supposé dense.
(¢) On requiert que Ad}_, ait un sens sur un sous-groupe dense de G de fagon que G,
soit définissable et soit une variété et un groupe topologique.

(d) On suppose que ‘¥ existe et est défini partout sur P et vérifie sa propriété de défini-
tion et I’équivariance sur les ensembles décrits ci-dessus.
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(e) Les opérateurs T, ¥ et a,, ou leurs adjoints, sont tels que 1’alternative de Fredholm
[voir Berger-Ebin (?)] s’applique a eux; (1) par exemple est assuré. Dans les exemples, ce
pourrait &tre des opérateurs différentiels et on requiert que leurs symboles (ou les symboles
de leurs adjoints) soient injectifs.

Si ces conditions techniques soit satisfaites, on obtient encore la décomposition (5).

3. ExempLes 1 (décomposition de Moncrief). — Sont M une variété compacte et .
I’espace des métriques riemanniennes sur M; T* . est I’ensemble des (g, %), ol gedfletrn

est une densité tensorielle contravariante symétrique n/ ./détg,,. 2 est le groupe des
difféomorphismes de M et il opére sur .4 et T* .#. Pour son action, le moment est

¥Y(g n).X= ZIXSR,,

ou § est la divergence, et o, ., (X) = (Ly g, Lx n). La décomposition (5) correspondante
de (h, @) €Ty, ,, (T A) est juste deux fois la décomposition canonique usuelle de
Berger-Ebin; # = h°+L, g, o1 § 4° = 0.

Soit # le groupe additif des fonctions positives sur M et G = #. @ le produit semi-
direct; G «opére» de maniére symplectique sur T* .# selon le groupe dynamique de la
relativité [(°), (°)]. Pour Ne T, #, X € T, 2 (champs de vecteurs sur .#) le moment peut
s’écrire : )

¥Y(g n)(N, X)= 2]X8n+jN.9?’(g, ),
oit

(g, m) = (%(trn)’—n-HR(g))u,,

R (g) étant la courbure scalaire de g.
Les équations du mouvement en relativité générale (qui dépendent du choix de N, X)
peuvent s’écrire (Fisher, 1972) :

dfg — Te . N {0 1
£(0)-rovan() (5 )

ol @ (g, n) = (& (g, =), & m). L’action de G sur T* .# admet le générateur infinitésimal
40,y (N, X) = JeDO* g, n),(;‘).

Les opérateurs concernés ont un symbole injectif (’); pour p = 0, G, = G, (5) nous
donne la décomposition de Moncrief :si 3n = Oet# (g, 7) = 0 :

T »(TT ®) = (range JoDd(g, 1)*) D,

2 (ker D® (g, %) N ker (D ®(g, ©)°J)) ® range D®(g, n)*.

Les opérateurs D @ et D ®* sont explicitement calculés dans (7). Si n = A g et g est une
métrique d’Enistein, cette décomposition se réduit a2 deux copies de la décomposition de
Barbance-Deser-Berger-Ebin [Moncrief (*!) et (), (), (9]

h= K" +Lyg+(g Af +Hessf — f Ric(g)),
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ot A =0, tr A"T = O(TT = transverse sans trace). On note que la position dans
ker D @ (g, 1) N ker (D @ (g, &) o J) est dans la direction de l’espace des vrais degrés
gravitationnels de liberté & = €; N €,/5D, ou

€N Ce=¥"1(0)={(g m)|x=0ct # (g n)=0}.

ExeMpLE 1l [décomposition de York (*3)]. — Soit T* .# comme ci-dessus et G = P,
9 le groupe conforme opérant sur ./# et ainsi sur T*.# par image par n€ 2 et produit
par ¢ € P (fonction positive). On a

W, m (P, x)= ZIX8n+thr-n; g, m (P X) = (Pg+Lxg, —p ~ 'm+Lxm)

et les adjoints de ces opérateurs sont aisément calculables. La décomposition (5) devient
deux copies de la décomposition de York :

h=h"+(fg+Lxg),

ouS AT =0, tr ”"T =0etnf = tr h+2 & X. L’espace de phase réduit est alors ;N 6,,/P.2
qui est localement isomorphe au & de I’exemple 1 [on utilise les idées de (*?)]. La seconde
partie de la décomposition (5) décrit I’espace tangent a ce quotient. Des discussions plus
déraillées sont données dans (). Le cas de M non compacte est beaucoup plus technique et
requiert I’emploi des espaces de Sobolev a poids M:,é de Nirenberg-Walker-Cantor

[¢f ).

4, Remarquons que si nous prenons P = T+ A, (o0 A, sont les k-formes sur une variété
M) et T* A, c T* A, est I’ensemble des paires (o, B), a € A;, Be A,_,, & agissant sur
A, donc sur P de la maniére usuelle, on a une décomposition genérale (5). Si la décomposi-
tion est prise en (d 6, 0) et (0, 8 p), on obtient comme cas particulier le théoréme de Hodge.
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