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RELATIVITE GENERALE. — Sur la positivité de la masse: Note (*) de
Mme Yvonne Choquet-Bruhat et M. Jerrold E. Marsden, présentée par
M. André Lichnerowicz. '

Nous démontrons qu'il existe un voisinage (au sens d espaces fonctionnels convenables) de I’espace-
temps de Minkovski tel que tout espace-temps de ce voisinage, solution des équations d’Einstein du
vide, a une masse positive. Nous indiquons quelques résultats et difficultés pour la résolution du
probléme global.

INTRODUCTION. — Le probléme de la positivité de la masse m associée 4 un espace temps
asymptotiquement euclidien, solution des équations d’Einstein du vide, a fait P'objet de
nombreux travaux et discussions. Une méthode élégante pour établir cette positivité a été
proposée par Brill et Deser (!), s’inspirant de la théorie de Morse: ils montrent que la
masse (en tant que fonction de I’espace temps) a pour seul point critique I'espace temps
plat; en ce point m est nul et sa seconde variation « significative » (en un sens physique)
est positive. Nous nous proposons ici de démontrer rigoureusement, par une méthode
directe, que |'espace temps plat est un minimum local de la masse.

NOTATIONS ET ESPACES FONCTIONNELS. — On désigne par M,,l1<p<ow, §€eR,
s€Z" la complétion d’un espace de fonctions C® & support compact f : R" — R" pour
la norme

Wlhea=, Z lle* DY,

oit o (x) = (14| x |*)!/2, D* dérivée (totale) d’ordre a.

Onauran=3etonprendra3 < p <6,8§ =0,s 2 3. On a alors M!, = C, la multi-
plication M}, xM?_, ., ~M?_  ..,, 0S/<s est bilinéaire et continue et le
laplacien A est un isomorphisme de M?, sur M]_; s+2 [¢f Nirenberg-Walker () et
Cantor (*)]. On montre aussi que /€ M? , implique f'e L%, D fe L2 et

m /1l < Ceeflflle < Cte /g

ot || flle = ]| Df|Jea est 1a « norme de Iénergic ».

On désigne par y la métrique euclidienne sur R®, par S?; l'espace des champs de
2-tenseurs covariants symétriques sur R? de composantes dans M? ;. On note #3 ; le cone
ouvert des métriques g proprement riemanniennes sur R telles que g—7Y €8], L'espace
tangent en g & 47, est SP,.

LA FONCTION MASSE ET SA DERIVEE. — Un espace temps asymptotiquement euclidien
est déterminé par ses données de Cauchy sur R3, métrique g €#?, et deuxiéme forme
fondamentale ke S?_, ;. ,.

La fonction masse m est la restriction aux solutions des contraintes de la fonction m :
M5 5% S]_y 541 — R définie par

() 16x7(g, k) =L(a.a,gu-aaa.gu)d’x— L(R(g)-k.m(trk)‘)du(g)

[R (g) courbure scalaire, du (g) élément de volume, trk = tr, k].
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Pour notre choix de p, s, 5 la fonction m est C*. Sa dérivée se calcule en utilisant les
formules de variation de R (g) et Ricc (g) (tenseur de Ricci) données par Lichnerowicz (*).
On trouve pour la dérivée de m dans la direction (4, w) e Sy sxS)_; 541 au point (g, k) :

3 16rm’ (g, k).(h, w) =I {Ricc(g)—g(R(g)-k.k+(lrk)’}hdp(g)
3]

+2J. (k=gtrk).wdu(g).
RS

(g, k) est un point critique de m si et seulement si k—gtrk = 0 (c’est-a-dire k = 0) et
Rice (g)—(g/2) R (g) = O (c’est-a-dire g est plat).

Nous restreindrons désormais notre étude au cas dit « a symétrie temporelle », k = 0.
D’aprés un théoréme de N. O°Murchadha-J. York (%) qu’on peut démontrer dans les
espaces M ; en utilisant la méthode conforme de A. Lichnerowicz, a tout espace temps
admettant une section d’espace maximale (%) (tr k = 0) on peut en associer un autre de
masse inférieure ou égale avec k = 0,

Le sous-espace de M} 5 vérifiant les contraintes est alors au voisinage de y une sous-
variété € [(7), ()], de plan tangent T, ¥ :
®: {geMl s, R(®)=0}, T,¢: {heSl;, A,trh—85h+Ricc(g).h = 0},
c’est-a-dire :
T, % : {h =k= %gtrk+ ;gA,"(SGk—Ricc(g).k); keSf,a} .
D'ol pour g%, heT,¢%, kes?; :
4) t6nem’(g).h =f Ricc(g).hdp(g) =J‘ Ricc(g). kdu(g).
r3 n

On montre que si ge#7;, Rice (g) = 0 alors g € O, orbite de 1’espace euclidien par les
difféomorphismes n e 2?7, , ;_, [tels que D(n~I) et D(n~'-De M?,]. D'ou
THEOREME. — g &€.4% ; est un point critique de m si et seulement si g est isométrique a

Pespace euclidien par un difféomorphisme de Dy en-

DERIVEE SECONDE DE m. — On trouve par le calcul, sans autres hypothéses, que la dérivée
seconde de m : .43, — R est la forme quadratique :

(5) 16mm”"(g)(h, h)
=1I Vh.Vhdy(g)
2w

+I ’{- %(dtr hy? =(8h)* +dtr h.8h~(tr h)(Rice(g). h)+ 3 Rice(g). h x h}du(g)
R

+J‘v{ik(g)("h)z'R(g)(h-h)}du(g).

ol . est la contraction des tenseurs et (hx h),; = hy, .
Si Ricc(g) =0, trh = 0 et 8k = 0, (5) se réduit au produit scalaire

Chyoh>, ='L’Vh.Vhd|.l(g).
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On notera || ||c la norme de I'énergie

l|h])E = <h by, =Jm|¢?,h,,|2 d3 x.

CONSTRUCTION D'UNE TRANCHE DANS .#% .. — Posons
S={geki,, g'I= 0},

métriques en coordonnées harmoniques, S y. On démontre que S est dans un voisinage
de y une sous-variété C de .42, modelée sur

E, = {h,es:,,, 8 h, - %dtr,h, = 0}
en prouvant que Sf; est la somme topologique et (, », orthogonale de E, et
| . 1 -1 -
E,= {(hz)u =- EAT ‘(a,u,+6ju,)+ isu(Ay YGyuy), u;e Mf.a} .

Si € est assez petit et [|g—v|lsp, <€ il existe un difféomorphisme o, DpeM?,,
tel que ¢* g S. Il suffit donc de montrer 1 > 0 dans € A S: au voisinage de v.
PoOSITIVITE LOCALE DE m SUR S. — On démontre que :

LEMME. — € S est, au voisinage de ¥, une sous-variété C® de A} s de plan tangent qu
point g :

B,(g) = {h, €S8 5 A,(hy) S -4t by +8,8,hy —Rice(g).hy =0,
. a,(hy) ssgh,-%dtr,h,—h,.l'(g) =o}
et de normale, dans le produit scalaire {, pI
B,(g) = { hy = —gU+A; ! (Hess, U—Ricc(g) U- %(.?,g—ga,u)—l‘(g).u},

avece Ue M}, er uey?_, ;,,. _
Soit alors ¢ : £+ g (¢ ) une courbe C?, g(0) = v, dans ¥ N S. On pose

g'(t)=heBy(g) et g'(t)=k

On prendra pour ¢ une géodésique de la structure riemannienne faible (®)induite sur€ n S
par {, ), alors k € B, ().
On a

dl m —_— -
F(s(t)) =m"(g(1))(h, B)+m’(g(1)).k,
avec, puisque Ae B, (g) :

(g () (h, h) =L{%Vh.v;1- %tthicc(g).h

+3Rice(g). (h x h)+ %dtrh.(h.l")—(h.l')(h.l')}dp.(g).
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On démontre qu'il existc € > 0 tel que
— 1
@)k, =S|l hfe| S elle=v e, Il AlE

en utilisant, entre autres, le lemme, conséquence des inégalités de Holder :

LEMME. — S1 ge? g et p = Ricc(g) alors || p | S || 8- [

On majore de fagon analogue m’ (g (r)).k, en utilisant I’équation du second ordre
vérifiée par unc géodésique de (, >, sur ¥ A S. :

Pour montrer que m est positif en un point ge ¥ N S, || g~ |lss, < & on joint gay
par un arc géodésique (c’est possible si ¢ est assez petit) ¢ : 11— g (¢), g0 =v2()=¢g
Alors m(g) = (d¥*m/dt?) g (1)), 0 <t < |, d’out

m@zclihllezc|lg=v||e

REMARQUES SUR LA POSITIVITE GLOBALE. — Il est facile de trouver un champ de vecteurs
tangent & ¥, pseudo gradient pour m, par exemple

- 1 - - -
Yy@) =48, Ry= 58,87 (R A7 R* -V, V, A7 R™),

Y (g) e T, ¥ et vérifie ;
m'(g).Y(g)=J‘ V Rice(g). VRice(g) du(g) > 0 si Ricc(g) # 0.
»

On peut montrer, en utilisant I’expression du tenseur de Ricci en coordonnées harmo-
niques, que sig €S, |[g~v || > & implique || Y (g) llsz, > n.

I reste cependant plusieurs difficultés A résoudre pour pouvoir appliquer les résultats
de Ja théorie de Morse généralisée aux variétés de dimension infinie, I'une d’entre-elles
étant que la minoration de || Y (g) [|s;, n’entraine pas la minoration de || Y (g) ||e.
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